





A Construction of Measures on a Finite Set
　

































































集合Ω, その部分集合族F = {A, B, · · · }は, 以下の条件を満たすとき，集合体と呼ば
れる.
　　　 (i) φ ∈ F .
　　　 (ii) A ∈ F =⇒Ac ∈ F .
　　　 (iii) A, B ∈ F =⇒A ∪B ∈ F .
　
集合Ωの直和分割　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　Ω＝ ∪mi=1 Ai , Ai ∩ Aj = φ (i = j)
に対して, 次のことが成り立つ. (Aiの中に，空集合が入っていてもよい. )
　
定理 1　部分集合A1, A2, · · · , AmをΩの直和分割とする.このとき，
{∪i∈IAi | I ⊆ M }
　　　は,集合体をなす.
　　　ここで, M = { 1, 2, · · · , m }で, I = φの場合,∪i∈IAi = φとする.
　
[証明]　　 {∪i∈I Ai | I ⊆ M } = F とおく.
　　　 (i) φ ∈ F . (I = φの場合である.)
　　　 (ii) B ∈ F , B = ∪i∈I Ai とおくと
　　　　　　Bc = ∪j∈IcAj ∈ F .
　　　 (iii) B,C ∈ F とすると,
　　　　　　B = ∪i∈I Ai ，C = ∪j∈J Aj (J ⊆ M) と表せる.
　　　　　　 I ∪ J = K (⊆ M) とおくと，
　　　　　　B ∪ C = ∪k∈KAk ∈ F .
　　　よって, F は集合体をなす.　　　　　　　　　　　　　 [証明終]
　
注 2.1　集合Aに属する要素の個数は,
∣∣A∣∣, #A, card(A) などで表記されるが,
　　　　本稿では
∣∣A∣∣ を用いる.
注2.2　一般に,部分集合A1, A2, · · · , Amから生成される集合体は, σ(A1, A2, · · · , Am)
　　　　と表記される.
注 2.3　 ∀i, Ai = φなら,
∣∣σ(A1, A2, · · · , Am)∣∣ = 2m である.
注 2.4　
∣∣{ i | Ai = φ}∣∣ = k なら, ∣∣σ(A1, A2, · · · , Am)∣∣ = 2m−kである.
注 2.5　A1, A2, · · · , Amの中にΩが含まれていると, Ω以外のAiは全て空集合で,
　　　　 σ(A1, A2, · · · , Am)={φ,Ω}である.
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　以下,上記の集合体 σ(A1, A2, · · · , Am)上の符号付有限測度を考察する.
　
σ(A1, A2, · · · , Am)上の符号付有限測度とは, σ(A1, A2, · · · , Am)上の実数値関数 µで,
次の条件を満たすものをいう.
　　　　　 (i) −∞ < µ(A) < ∞ for ∀A ∈ σ(A1, A2, · · · , Am).
　　　　　 (ii) A, B ∈ σ(A1, A2, · · · , Am)に対して，
　　　　　　　　 A ∩ B = φ =⇒ µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B).
　
注 2.6　上記 µに対して, 次のことが成り立つ.
　　　　　　　　 µ(φ) = 0.
　
[証明]　　 φ ∩ φ = φだから，µ(φ ∩ φ) = µ(φ).
　　　　 µ(φ) + µ(φ) = µ(φ). (∵ (ii))
　　　　 µは有限測度であるから, µ(φ)は有限実数なので µ(φ) = 0.　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 [証明終]
　
定理 2　部分集合A1, A2, · · · , AmをΩの直和分割とする. このとき任意の実数列
　　　　 a1, a2, · · · , amに対して,
　　　　　　　　 µ(Ai) = ai (1 ≤ i ≤ m)
　　　　となる符号付有限測度が, σ(A1, A2, · · · , Am)上に定まるための必要十分条件
　　　　は,次の整合性の条件が満たされることである.
　　　　　　　　Ai = φ =⇒ ai = 0. 　　 (整合性の条件)
　
[証明]　必要性は自明.









　　　　 例えば, 文献 [1]を参照のこと.
　
例 2.1　Ω = A1 ∪ A2 ∪ A3 (直和；A1 = φ, A2 = φ, A3 = φ) に対して,
　　　　　　　 σ(A1, A2, A3) = σ(A1, A2) = {φ, A1, A2,Ω}
　　　　である。このとき, 任意の実数 a1, a2に対して,








　　　　　　Ai ∈ F (i = 1, 2, · · · , n ) のとき,





　　　　　　A ⊆ B =⇒ µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).










µ(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik).
　
例 2.2　
(i)n = 2 のとき,
　　 µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩ A2). 　　　
　
(ii)n = 3 のとき,
　　 µ(A1 ∪ A2 ∪ A3)
　　= µ(A1)+µ(A2)+µ(A3)−µ(A1∩A2)−µ(A2∩A3)−µ(A3∩A1)+µ(A1∩A2∩A3).
    	
3 有限集合の部分集合族を通して導入される測度
Ωの部分集合Ai ⊆ Ω(i = 1, 2, · · · , n ;Ai = Aj(i = j)も可)から生成される集合体に
ついて考察する.
　
N = { 1, 2, · · · , n }とおく.また，N ⊇ I に対して, AI = ∩i∈IAi, AcI = ∩i∈I Aci ,
A∗I = AI ∩ AcIc とおく.　
ただし, I = φの場合, Aφ = ∩i∈φAi = Ω, Acφ = ∩i∈φAci = Ω とする.
　
定理 3　P = {A∗I | I ⊆ N }は, Ωの直和分割である.
　
[証明]　以下の条件が満たされることを示せばよい.
　　　　　　　　 (i)I1 = I2=⇒A∗I1 ∩ A∗I2 = φ. 　 (ii)∪I⊆N A∗I = Ω.
　
　 　 (i) について (対偶を示す.)




　　　　　　A∗I1 ∩ A∗I2 = φ とすると,∃x ∈ A∗I1 ∩ A∗I2 .
　　　　　すなわち,
　　　　　　 x ∈ Ai (∃i ∈ I1) かつ x /∈ Aj (∀j ∈ Ic1)
　　　　　であり, さらに,
　　　　　　 x ∈ Ai (∃i ∈ I2) かつ x /∈ Aj (∀j ∈ Ic2).
　　　　　このとき, もし I1 = I2なら, ∃i ∈ I1 \ I2 または ∃i ∈ I2 \ I1.
　　　　　ここで,∃i ∈ I1 \ I2 の場合, i ∈ I1より x ∈ Aiであり,
　　　　　他方, i ∈ Ic2より x /∈ Ai であるから矛盾である.
　　　　　 ∃i ∈ I2 \ I1の場合も同様に矛盾が生じる.
　　　　　よって, I1 = I2.
　
　　　 (ii) について
　　　　　　　　 ∪I⊆N A∗I ⊆ Ωは明らかなので, ∪I⊆N A∗I ⊇ Ωを示せばよい.
　　　　　　 ∀x ∈ Ωに対して, x を含むAi全体をAi1 , Ai2 , · · · , Aik とする。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (他のAjは，x を含まない.)
　　　　　　　 I = { i1, i2, · · · , ik }とおくと
　　　　　　　 x ∈ AI ∩ AcIc = A∗I .





注 3.1　上記で, I = φの場合は, A∗φ = ∩i∈N Aci , I = N の場合は,




注 3.2　PはΩの直和分割なので, 自然に集合体を生成する.この集合体は, 通常
　　　　 σ(A1, A2, · · · , An) と表記される.
注 3.3 A∗I(I ⊆ N)が全て空集合でないならば,
∣∣σ(A1, A2, · · · , An)∣∣ = 22nである.
　
例 3.1　 n = 2 のとき, {A1, A2}, N = { 1, 2 }であり, I = φ, {1}, {2}, { 1, 2 }である.
　　　　　　　AI = ∩i∈I Ai, AcI = ∩i∈IAci であるから,
　　　　　　　Aφ = Ω, A{1} = A1, A{2} = A2, A{1,2} = A1 ∩ A2.
　
　　　　 µ(AI) = aI となる測度は,
　　　　　　　 µ(Aφ) = µ(Ω) = aφ, µ(A1) = a1, µ(A2) = a2, µ(A1 ∩ A2) = a12
　　　　である.
　　　　また, A∗I = AI ∩ AcIcであるから,
　　　　　　　A∗φ = Aφ ∩ AcN = Ω ∩ (Ac1 ∩ Ac2) = Ac1 ∩ Ac2,
　　　　　　　A∗{1} = A{1} ∩ Ac{2} = A1 ∩ Ac2,
　　　　　　　A∗{2} = A
c
{1} ∩ A{2} = Ac1 ∩ A2,












　　　　　　　 　= {Ac1 ∩ Ac2, A1 ∩ Ac2, Ac1 ∩ A2, A1 ∩ A2 }.
　








　　　　 I = {1}のとき，J = {1} , {1, 2}で，∣∣I∣∣ = 1 であるから，
　　　　　　　　 µ(A∗1) = (−1)1−1a1 + (−1)2−1a12
　　　　　　　　　　　 　= a1 − a12.
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　　　　同様にして，
　　　　　　　 µ(A∗2) = a2 − a12 , µ(A∗12) = a12 .
　
　
以下で，上記の集合体 σ(A1, A2, · · · , An) 上の符号付有限測度について考察する.
　
　
問題　　Ωの n 個の部分集合 {A1, A2, · · · , An }と, 2n個の実数 { aI | I ⊆ N }が
　　　　任意に与えられているとする.
　　　　このとき, 集合体 σ(A1, A2, · · · , An) 上の測度 µで,
　　　　　　　 µ(AI) = aI , I ⊆ N
　　　　となるものが存在するのであろうか.
　　
上述において,Aφ = Ωであるから, µ(Ω) = aφである.

















注 3.4　 I = N の場合，a∗N = aN である。
注 3.5　 I = φの場合，µ(A∗φ)に対する上記の右辺は，通常の包除公式に相等する.
注 3.6　 a∗I は，{ aI | I ⊆ N }だけから定義可能な数値である.
　
　
定理 4　　実数 { aI}I∈N , N = { 1, 2, · · · , n }に対して，
　　　　　　　　　 µ(AI) = aI 　 for 　 ∀I ⊆ N
　　　　となるようなσ(A1, A2, · · · , An)上の測度µが存在するための必要十分条件は，
　　　　次の整合性の条件が満たされることである。
　　　　　　　　　A∗I = φ =⇒ a∗I = 0 .　　　　（整合性の条件）
　
[証明]
(=⇒) µ(AI) = aI (I ⊆ N) となる測度 µが σ(A1, A2, · · · , An) 上に存在すれば，
　　　　包除公式により，







(⇐=) 定理 3により，σ(A1, A2, · · · , An) 上に測度 µで，






































































⎩ 0 (K = I )(−1)|I|(K = I )
　　　　となる。よって，
　　　　　 　　　 bI = (−1)|I|aI · (−1)|I| = aI .
　　　　したがって，
　　　　　　　　　　 µ(AI) = aI . 　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 [証明終]
　














　　 (i) aI ≥ 0 (∀I ⊆ N ).
　　 (ii) I ⊆ J =⇒ aI ≥ aJ . 　　 (単調性)
　









µ(Ω) = 43, µ(A1 ∪ A2 ∪ A3) = 37, µ(A1) = 32, µ(A2) = 28, µ(A3) = 20,
µ(A1 ∩A2) = 18, µ(A1 ∩A3) = 15, µ(A1 ∩A2 ∩A3) = 3のとき，µ(A2 ∩A3)を求めよ。
[解答例]
包除公式
µ(A1 ∪ A2 ∪ A3)
= µ(A1)+µ(A2)+µ(A3)−µ(A1 ∩A2)−µ(A2 ∩A3)−µ(A3 ∩A1)+µ(A1 ∩A2 ∩A3)　
により，
　　　　　　 37 = 32 + 28 + 20− 18− µ(A2 ∩ A3)− 15 + 3
　　　　　 　　= 50− µ(A2 ∩ A3).
　　　　　　 ∴ µ(A2 ∩ A3) = 13.
　
　問題例 1は，上記の解答例のように解くことができる。ところが，
　　　　　　　 µ(A2 ∩ Ac3) = µ(A2)− µ(A2 ∩ A3) であるから，





　　　　　　　 µ(Ac1 ∩ Ac2 ∩ A3) = a∗3
　　　　　　　　　 　　　 　　 = a3 − a31 − a32 + a312
　　　　　　　　　　　　　 　= µ(A3)−µ(A3∩A1)−µ(A3∩A2)+µ(A1∩A2∩A3)
　　　　　　　　　　　　 　 　= 20− 15− 13 + 3




実際，この問題において，µ(AI) ≥ 0, ∀I ⊆ N なので，条件 (i)は成立している.
また，次の不等式は容易に確かめられるので，条件 (ii)の単調性も成立している.
　
µ(A1 ∩ A2 ∩ A3) < µ(A1 ∩ A2) <min{µ(A1), µ(A2)} < max{µ(A1), µ(A2)} <µ(Ω),
µ(A1 ∩ A2 ∩ A3) < µ(A1 ∩ A3) <min{µ(A1), µ(A3)} < max{µ(A1), µ(A3)} <µ(Ω),
µ(A1 ∩ A2 ∩ A3) < µ(A2 ∩ A3) <min{µ(A2), µ(A3)} < max{µ(A2), µ(A3)} <µ(Ω).
　
しかしながら，µは σ(A1, A2, A3)上の非負値測度ではない.
　











    	
　 [解答例]




　　条件 (i)より，集合A1, A2, A3から誘導される直和分割は，
　　次のようになる.(23 = 8個)
　　 　　A∗φ = A
c
1 ∩ Ac2 ∩ Ac3 = φ, A∗1 = A1 ∩ Ac2 ∩ Ac3 = φ, A∗2 = Ac1 ∩ A2 ∩ Ac3 = φ,
　　　　　A∗3 = A
c
1 ∩ Ac2 ∩ A3 = φ, A∗12 = A1 ∩ A2 ∩ Ac3 = A1 ∩ A2,
　　　　　A∗13 = A1 ∩ Ac2 ∩ A3 = A1 ∩ A3, A∗23 = Ac1 ∩ A2 ∩ A3 = A2 ∩ A3,
　　　　　A∗123 = A1 ∩ A2 ∩ A3 = φ.
　
　　条件 (2)，(4)，(5) より，以下が成立する.
　　　　　 µ(A1) = 20, µ(A2 ∩ A3) = 3
7
n , µ(A1 ∩ A3) = 8 .
　　このことから，
　　　　　A1 ∩ A2 ∩ A3 = (A1 ∩ A2) ∩ (A2 ∩ A3) = φ.





　　また，A1 = (A1 ∩ A2 ∩ A3) ∪ (A1 ∩ Ac2 ∩ A3) ∪ (A1 ∩ A2 ∩ Ac3) ∪ (A1 ∩ Ac2 ∩ Ac3)
　　　　　　　　= (A1 ∩ A3) ∪ (A1 ∩ A2) (直和) より，
　　　　　 µ(A1) = µ(A1 ∩ A3) + µ(A1 ∩ A2).
　　よって，
　　　　　 µ(A1 ∩ A2) = µ(A1)− µ(A1 ∩ A3)= 20− 8 = 12.
　　　　　 ∴ µ(A∗12) = µ(A1 ∩ A2) = 12.
　
　　他方，µ(Ω) = µ(上記 8個の集合の和集合)
　　　　　　　　　 = µ(A1 ∩ A2) + µ(A1 ∩ A3) + µ(A2 ∩ A3).
　　したがって，
　　　　　　 n = 12 + 8 +
3
7
n , n = 20 +
3
7






× 35 = 15 である.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 [終]
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